TEORIA DE LA MEDIDA

Teorema de Fubini

El teorema de Fubini es otro de los resultados bésicos de la teorfa de integracién de Lebesgue.
Se refiere a las condiciones bajo las cuales una integral en dos variables se puede realizar en
forma iterada; es decir, primero con respecto a una de las variables y después con respecto
a la otra.

Antes de que Lebesgue desarrollara su teoria de integracion, el método de integrar en forma
iterada una integral multiple era ya conocido para la integral de Riemann; sin embargo llevé
unos anos llegar a la formulacién del resultado correspondiente para la integral de Lebesgue.
Fue G. Fubini quien en el ano 1907 publicé un articulo titulado Sugli integrali multipli, en
el cual estableci6 las condiciones para que esto pueda hacerse en el caso de la integral de
Lebesgue.

Dos anos més tarde, en 1909, L. Tonelli public6 un articulo titulado Sull’integrazione per
parti, en el cual complemento el trabajo de Fubini al tratar el problema de la integracion
iterada para el caso de funciones medibles no negativas.

En lo que sigue expondremos las definiciones y resultados que se requieren para demostrar

ambos teoremas, el de Fubini y el de Tonelli.

En esta parte, (Fy, 39, 1) y (Fa, o, 115) serdn dos espacios de medida completos cualesquiera.

Definicién 1. Por un rectdngulo medible en i x Fy se entenderd un conjunto de la forma
A X B, donde A € &1 y B € . La o-dlgebra generada por los rectdngulos medibles en
F, x Fy serd llamada la o-dlgebra producto de 31 y o y serd denotada por 1 X Io.

Sea A la familia de conjuntos de la forma U;L:1 Rjendonden € Ny Ry,..., R, son rectdn-
gulos medibles en F; x 5, ajenos por parejas. Obviamente A es un dlgebra de subconjuntos
de F; x Fy y la o-dlgebra generada por A es &1 x Ss.

Si R = A x B es un rectdngulo medible en F; x Fs, definamos:

to (R) = py (A) pg (B)
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Si B =, RY € A, definamos:

1o (B) =321 g (RV)

Evidentemente, la funcién s, : A +— R U {oo} es finitamente aditiva y i (0) = 0.

Proposiciéon 1. Sea R = A X B un rectingulo medible en F; x Fy y R; = A; X B; una
coleccion infinita numerable de rectdngulos medibles en Fy x Fy, ajenos por parejas, tal que
R = ;2 R;, entonces:

fo (R) = 221 to (R:)

Demostraciéon

Para cada x € A, se tiene:
B = U{i:xeAi} B,
Por lo tanto:
fy (B) = Z{meAi} py (Bi) = 32720 1y (Bi) L4, (2)
Asi que:
po (B) Lo = 32721 o (Bi) La,
Integrando, se obtiene:

fo (B) piy (A f]Fl fio (B) Ladpy = fml ie1 Mo (Bi) La,dpy

= f]Fl po (Bi) Laydpy = 3272 by (Bi) gy (A3)

]
Teorema 1. p, es o-subaditiva.
Demostracion
Sea F1, Fs, ... una coleccién infinita numerable de elementos de A, ajenos por parejas, tal

que E =J.2, E; € A

Por un lado, como E = |J;2, E;, E es una unién infinita numerable de rectdngulos medibles
Ry en F; x Fy, ajenos por parejas.

Por otro lado, como F € A, E es una unién finita de rectdngulos medibles en F; x Fy, ajenos
por parejas.



Sea E = JI, RY

Para cada j € {1,...,m} y k € N, definamos R,(j) = R, N RY. Entonces, como Ujs, RU) =
UrZy Bi, se tiene Ry = U7, RY y RO = J* | RV ast que:

to (E) = Z;n:l Ho (R(j)) = 27:1 ZZL Ho <Rl(gj)>
= S i (RE) = X020 (Be) = 3%, o (B)

De acuerdo con el teorema de extensién de Carathéodory, 1, puede extenderse a una medida
definida sobre la o-dlgebra (37 X Sy)* generada por A y los conjuntos de medida exterior
cero definidos por jiy. Denotaremos a esa medida por p; X py y la llamaremos la medida
producto de py y pig.

Si E € & x $9 definamos, para cada z € Fy:
E,={yeFy:(x,y) € £}
y, para cada y € Fy:

EVY={xelF:(x,y) € £}

Proposicion 2. E, € Sy para cualquier E € $1 X S y x € Fy.
Demostraciéon
Sea H ={F € 31 X Sy @ E, € Iy para cualquier x € Fy}.

‘H es una o-dlgebra que contiene a los rectangulos medibles en F; x [Fy, asi que H contiene
a %1 X %2.

Corolario 1. EY € &1 para cualquier £ € S X So yy € Fy.
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Si E € 31 x Sy, definamos las funciones ¢p : Fy — RU {oo} y ¢ : Fo — RU {00}, de la
siguiente manera:

vp () = pg (Ey)
Ui (y) = m (EY)
Proposicion 3. Supongamos que py y py son o-finitas, entonces o y ¢y son medibles para
cualquier ' € 31 x Sy y f]Fl Ypdiy, = fFQ Y pdity.
Demostracién
Sea {F,El)}neN (resp. {FT(LZ)}neN ) una familia de subconjuntos de Fy (resp. Fs), ajenos

por parejas y tales que i (Fﬁ”) < 00 (resp. g (Fr(f)) < o0) para cualquier n € N y
F, = U%OZIF,(LI) (resp. Fy = Uzole,(?)).

Si F € &y x §g, denotemos por E™™ al conjunto £ N (Fél) X Fy(nz))

Fijemos n,m € N y definamos:

H = {E €31 X 21 Ppam Y Ypum son medibles y [ @pumdpy = [ ¢Enmd,u2}

Vamos a demostrar que H es una clase monétona que contiene al dlgebra A que genera
Cx x
1 X S9.

Si E = A x B es un rectdngulo medible en F; x Fy, entonces:

. (x){u2<BﬂFr(f)) sizeAnFY
Enm —

en otro caso

m (ANFY) siye BOEY

0 en otro caso

Y (y) = {
Ast que @gnm ¥ 9 gnm son medible. Ademas:
fIFl P prm ity = fi <B N Ff(n2)> Hq (A A Fr(b”)

ng Ypdiy = iy (A N Fr&n) Ho (B N Fg))

Ast que [ @pamdiy = [ Y pamdpy.

Por lo tanto, ‘H contiene a cualquier rectdngulo medible en F; x [F,.
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Sea Ei,..., ) una coleccion finita de conjuntos en H,ajenos por parejas y sea F = UleEm
entonces:

k

Pprm = Zj:l Pppm
k

Y grm = ijl %Z’E;.”n

Asi que E € H.

Por lo tanto, H contiene a la familia de conjuntos de la forma U?:1 Rj endonden € Ny
Ry, ..., R, son rectdngulos medibles en F; x Fy, ajenos por parejas. Es decir, A C H.

Sea {E}},cy una sucesién no decreciente de elementos de H y sea E' = U2, E, entonces:
Ppnm = M. o0 YEpm
Y prm = Mg oo Q/JE;;m
Asi que, por el teorema de la convergencia mondtona, F € H.
Sea {E}},cy una sucesién no creciente de elementos de H y sea 2 = N2, Ej,, entonces:
Qpnm = Mg 0o P ppm
Ynm = Mg ¢E;;m
Asi que, por el teorema de la convergencia dominada, E € H.
Utilizando el teorema de clases mondétonas, concluimos entonces que H = &1 X .
Ahora, si E € &7 x Sy, entonces £ = U5, Use_; E™™, asf que:
B = net Domet PEnm
Vg = 220:1 sz:l Enm

Asi que, ¢ v ¥ son medibles y, por el teorema de la convergencia mondtona, f]Fl Ypdiy, =
fF2 Y pdsy.

Proposicién 4. Supongamos que py y 1, son o-finitas, entonces:

iy X o (B) = [ wpdpy = [o, Ypdus

para cualquier £ € &7 x So.
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Demostracion

La funcién p : S x Sg — RU {oo} definida por:

1(E) = [¢ opdiy

es una medida.

En efecto, obviamente i (0) = 0y si (E,),,cy €s una sucesion de elementos de 3y x I, ajenos
por parejas, definamos £ = U, F,. Entonces, para cualquier x € [y, los elementos de la

sucesion ((Eyp),), oy Son ajenos por parejas y £, = (U, (Ey),. Asf que:

ep () = po (Bx) = 3207 1o ((Bn),) = 2200, @5, ()
Por lo tanto:
1(E) = [ opdp = o X0ty €mdin = Yoty fo, Pm,din = 2oy i (En)
Ademés:
Si R = A X B es un rectangulo medible en F; x Fy, entonces:
R, = B para cualquier x € Ay R, = () para cualquier x ¢ A.

Asi que:

©r =y (B) 14

Por lo tanto:

1 (R) = [p, Prdiy = piy (B) py (A) = py X 1 (R)
Asi que i1y p4; X iy coinciden sobre la familia de rectdngulos medibles en F; x sy, los cuales

forman un 7-sistema de subconjuntos de F; x Fs.

de

Por tltimo, como i, y p, son o-finitas, existen una sucesién no decreciente (A,),cx
elementos de 3 y una sucesién no decreciente (By,),, .y de elementos de 3y tales que:

Fi =U,—, An y i1 (A,) < 0o para cualquier n € N
Fo =", Bn y iy (By,) < 0o para cualquier n € N

Entonces, la sucesién de recténgulos medibles (A, X Bn)neN es no decreciente, F; x Fy =
UoZ, An X By y g X iy (A, X By,) < oo para cualquier n € N. Por lo tanto, también se tiene
w (A, x B,) < oo para cualquier n € N.
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Por el teorema de clases monétonas para m-sistemas, se concluye entonces que p y 1y X fi
coinciden sobre &1 X &y, que es, por definicién, la o-dlgebra generada por los rectdangulos
medibles en F; x Fs.

Como p; X ji, es una medida completa, la completacion de p es p1; X py. En otras palabras,
1 es la restriccion a §q X S de py X fiy.

Sabemos que todo conjunto de medida ji; X 1, cero estd contenido en un conjunto B € & X S
de medida p; X py cero.

Sabemos también que si f : F; x Fy — R es una funcién (3 x 3y)*-medible no negativa,
entonces existe un conjunto B € Jy X 5 de medida pi; X p5 cero y una funcién ¢ : Fy x Fy +—
R, &y x Sg-medible no negativa, tales que f = ¢ Ig. + fIp.

Sea C € (31 x S9)" de medida p1; X piy cero y tomemos B € Sy x Sy de medida g X py cero
tal que C' C B. Entonces:

Jey (e, Be @) iy ) dpy (2) = foy o, T = 0

Asi que si definimos: Ey = {x € Fy : uy (B,) > 0}, entonces Fy € Sy py (Ep) = 0.
Si x ¢ Fy, entonces piy (B;) = 0. Ademads, C, C B,, asi que C,, € Sy 1y (C) = 0.
Por lo tanto, para casi toda z, C, € 31y uy (C) = 0.

De la misma manera, para casi toda y, C? € Sy y uy (C¥) = 0.

Si f:Fy xFy— RU{oo0} esuna funcién 3 x Sy-medible no negativa, definamos, para cada
x € Fy, la funcién f, : Fo — RU{co}, de la siguiente manera:

fo(y) = f(2,y)

y, para cada y € Fy, la funcién f¥ : F; — RU{oo}, de la siguiente manera:
[ (z) = f(z,y)

Proposicién 5. Para cualquier funcion 1 x So-medible no negativa, f : Fi xFy — RU {00},
y cualquier x € Fq, la funcion f, es So-medible.

Demostraciéon

Sea B un conjunto boreliano en RU {co} y £ = f~! (B). Entonces:

[ (B)={yeFy: f(v,y) e By ={yeFy: (2,y) € E} = E,
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Corolario 2. Para cualquier funcion Sy x Sy-medible no negativa, f : Fy x Fy — RU {00},
y cualquier y € Fy, la funcion fY es S1-medible.

Proposicion 6. Supongamos que (1, y 15 Son o-finitas, entonces las funciones x — f]FQ fudiiy (y)

Yy — fFl f¥duy (x) son medibles para cualquier funcién no negativa ¥y X Sy-medible,
f:Fy x Fy — RU{oc}, v

fFl (f& fedpy (y )) dpiy (z fF2 (fzpl fYdpy ( )) dpig (y fleF2 fd (py X pig)
Demostracion

Si f = 1Ig, con £ € I x g, entonces las funciones x — f]@ folpty () = o (Ep) = @p (2) y
Yy f]pl fYdpy (x) = py (EY) = 1 (y) son medibles y:

f]Fl (fFZ Jedpy (y )) dpy (v fF Crdpy = g X iy (B) = fFlX]FQ fd (py X pig)
fm (fFl JYdpy (x)) dpiy (y fF2 Vpdpy = pty X iy (E) = f]le]FQ fd (py X pg)

Si f es una funcién medible simple no negativa, digamos f = >/, b;Ip,, donde by, ..., b,, €
Ry FEq,...,E, € & x Gy, entonces f]F2 fudpg (y) = D 1 bets ((Ek),), asi que la funcién
T fm fedps (y) es medible. Ademas:

fFl (fFQ Jadpy ( )) dlh fFl Zk 1 by o ((Ek) )) dyy (x)
= he1 b f]pl Pty = D5y bipy X g (Ei) f]lelF fd(py % ps)

De la misma manera, se tiene [, (f]Fl fYdp, (x)) dpis (Y) = o, fA (11 X 1a).

Si f es cualquier medible, sea (¢,,),cy Una sucesiéon no decreciente de funciones medibles
simples no negativas tal que f = lim,..., ¢,. Entonces:

i, fadiia () = [, Ui o (), dptg (y) = 1Mo fi (00), diia (9)

Ast que la funcion @ + [, fadp, (y) es medible. Ademds:

Sey (Jey oty (0)) iy (2) = o, (W fi, (00), itz (1)) dss (@)

=t fi, (i, (), itz (9)) dpy ()

= limy,. oo fIleIFg Sond (:ul X :u2) = fIF1><IF2 fd (,Ul X ILLZ)



De la misma manera, se tiene [ (f]Fl fydp, (x)) dpis (Y) = o, A (11 X 1)

Teorema 2 (Teorema de Tonelli). Supongamos que p1, y py son medidas completas y o-
finitas. Sea f : Fy x Fy — RU {00} una funcion (31 x o) -medible no negativa y definamos
Cy={x €Fy: f, es Sy-medible}, Cy = {y € Fy : f¥ es I1-medible}. Entonces:

1. Cf y C5 tienen medida cero.
2. Las funciones v — I, (%) [o, fodits yy — Io, (y) [p, fYdpy son medibles.

3. Joy (o s ) i (2) = Loy (Joy Py (@) s ()
= f]lele fd (py X )"

Demostracion

Sean 1) : F; X Fy +— R una funcién 3y x So-medible no negativa y B € & x §9 de medida
(g X o)™ cero tales que f = Ige + fIp.

Definamos E; = {z € Fy : py (B,) > 0}. Entonces F; € & y:
py (E1) =0

Si z ¢ Fi, entonces ji, (B,) = 0. Asi que f, = 1, para casi toda y € Fy. Por lo tanto, f, es
So-medible y .

Asi que E{ C C} y entonces Cf C Ey. Asi que Cf € Sy py (CF) = 0.

También, como E{ C C4, entonces C; = Ef{ U (Cy N Ey), asi que, para cualquier z € C, se
tiene:

sz Jodpy = [Ef (.1') sz Jodpiy + Icynp, (.CL’) f[Fz Jodpy
= Ip; (z) f]FQ V. dpy + Ioyng, (7) fFQ fadpty

Por lo tanto, Ic, (v) [5, fodity = Igg () [5, ¥,dpy para casi toda o € Fy. Asf que la funcién
& — Io, (v) [o, fodpiy es medible y:

Jou (Joy St () dps (2) = fi oy @) (fo, Suddaa (9) ) dts (@)
— Jo, T @) (fo, ity () dpiy (@) = fo, (fo, 0ty () dpy ()

= Joysam, VA (1 X 1) = [o o, Fd (g X p12)”
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De la misma manera, si definimos Ey = {y € Fy : uy (BY) > 0}, se tiene Ey € g, s (Es) = 0,
E5 C Oy, G5 € Sy y 15 (C5) = 0, la funcion y — I, (y) fo, frdpy = Ies (y) [o, ¥¥dpy es
medible y:

Jo (fo, 171y () ity () = fo, Tew () (fo, S () i ()
= Je, Tog (2) (Jo ¥¥dpiy (@) dity (9) = fi, (i, ¥¥dios (2)) s (v)

= fleFg Ud (py X 1) = fJleJFg fd(p % o)’

Teorema 3 (Teorema de Fubini). Supongamos que 1, y py son medidas completas y o-
finitas, sea f : Fy xFy — RU{—00, 00} una funcion 1 x Sa-medible (o (I1 x S2)*-medible) e
integrable y definamos C; = {x € Fy : f, es uy-integrable}, Co = {y € Fy : fY es p,-integrable}.
Entonces:

1. Cf y C5 tienen medida cero.
2. Las funciones r — I¢, (x f]F fedps yy — Iy, (y) f fyd,ul son integrables.

3. fcl (flp2 fodpg (y )) dpy (@ f02 (f]Fl frdpy (x ) 1o (y
= f]plx]pz Jd(py X Hz) .

Demostraciéon

Como [ es integrable, entonces f* es también integrable, asi que:

f]Fl (fJFQ [ (@, y) duy (y )) dpy (z fFlX]FQ frd (g x py)" < o0

Por lo tanto, [ f* (z,y)du, (y) < oo para casi toda = € Fy.
De la misma manera, [, f~ (v,y) dpu, (y) < oo para casi toda x € Fy.
Por lo tanto, f, es p,-integrable para casi toda x € F;.

Adems4s:

fcl (ng [ (@,y) dpg (y ) dpy (2 f]Fl (f]FQ (z,y) duy (y )) dpiy (z) < 00
fcl <fIF2 [ (@,y) dpy (y ) )) dpy (2 f]Fl (f& (z,y) dpsy (y )) dpy () < 00



Asi que la funcién:

xHICI x f]F Jodiiy

= [C1 f]F $ Y d,UQ [C1
es integrable.

Por ltimo:

Jor (i, £l di
= f01 <fIF2

= fleJFz frd (g % pg)”

(z,y) duy (y )dﬂl

) Jg, [ (2, y) dps ()

~Jor (Jey I

- fIlelFQ fd(py X pg)”

(2. 9) dpa (v) ) dsy ()

- f]F1><]F2 fd (/‘1’1 X /‘1’2)*
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